POTENCIA DE PONTO

A Poténcia de Ponto é uma das ferramentas mais poderosas para atacar problemas de geome-
tria olimpica. Se ainda restam duvidas quanto a isso, basta olhar para as provas das IMO dos
ultimos anos e ver quantos problemas de geometria utilizam Poténcia de Ponto. Na Shortlist
de 2012 este “fendmeno” é ainda mais claro: em 8 problemas de geometria, 5 deles (a0 meu
conhecimento) podem ser resolvidos com recurso a poténcia de ponto.

Este artigo tem como objectivo apresentar as ja mais do que conhecidas aplicacoes de Poténcia
de Ponto, como o Teorema das Cordas ou as propriedades do eixo radical; além disso, pretende
explorar algumas ideias diferentes nao tao conhecidas. Para o seguir, apenas sao necessarios con-
ceitos de geometria muito simples, como semelhangas e quadrilateros ciclicos, e algum a vontade
com vectores (nomeadamente produto escalar, mas tal apenas é necessirio para compreender
algumas provas).

1. DEFINIGAO E O TEOREMA DAS CORDAS

Vamos comecar por definir a Poténcia de um ponto em relagdo a uma circunferéncia

Definicao 1 (Poténcia de Ponto). Dada uma circunferéncia w de centro em O e raio r, define-se
a poténcia do ponto X em relacao a w como

Pot(X,w) = OX’— 12,

Podemos fazer imediatamente algumas observagdes quanto & definigdo. A circunferéncia w é
entdo o lugar geométrico dos pontos X tais que Pot(X,w) = 0. Além disso, X estd no circulo
delimitado por w se e s6 se Pot(X,w) < 0. A poténcia de ponto depende apenas da distancia
do mesmo ao centro. Mais precisamente, X e Y estao a mesma distancia de O se e sé se as suas
poténcias sao iguais.

No entanto, por si s6, a definicao nao tem grande interesse. Mas 0o mesmo nao se passa com
o préximo teorema.

Teorema 1 (Teorema das Cordas). Sejaw uma circunferéncia, P um ponto no plano e A, B € w
tais que A, B e P sao colineares. Entdo

Pot(P,w) = AP - BP.

1Entendemios @ ¢ BP como segmentos orientados. Assim, AP .BD = AP - BP se AP ¢ BP tém o mesmo
sentido, e —AP - BP caso contrario.
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Prova. Vamos apenas fazer a prova para o caso em que P estd fora da circunferéncia; o caso em

que esta dentro é totalmente andlogo. Sem perda de generaldiade, suponhamos que P estd mais

préoximo de A do que de B. Sejam A’ e B’ as intersegoes do diametro de w que passa por P com

w, estando A’ mais préximo de P. Por arco-capaz, /PBA’ = /PB'A, logo |[B'PA] ~ [BPA'].
B'P _ AP

M im == =Z=. D m
as assim == = . Deste odo,

AP -BP=AP-BP = (0P —7r)(OP+r) = 0P —1? = Pot(P,w).

Tal como desejado. O

Existe um caso particular deste teorema interessante. Quando A = B, a recta A, B é enten-
dida como a tangente a w que passa por A; de facto, se considerarmos AB a variar, quando a
recta se aproxima da tangente, A aproxima-se de B. Deste modo, se P estd na tangente a w

por A, Pot(P,w) = AP’

Vamos parar um pouco para tentar perceber o que nos diz o teorema. O teorema diz-nos que
o produto AP - B? é constante ao variar A, B em w de forma a que B, A, P sejam colineares.
Desse modo, se [ABC D] é um quadrilétero ciclico e P = ABNCD, entao AP.BP = CP-DP.
Por outro lado, o converso desta afirmagao também é verdadeiro, isto é, se [ABCD] cumpre
essa igualdade, entao é ciclico.

Teorema 2 (Converso do Teorema das Cordas). Sejam A, B,C, D quatro pontos e P = ABN
CD. Entao [ABCD] é ciclico se e s se AP.BP =CP-DP.

Prova. Se existe uma circunferéncia w tal que A, B,C, D € w, entao ﬁ : ﬁ = Pot(P,w) =

CT}; . D—Ig Para provar a outra implicagao, suponhamos que se tem a igualdade do enunciado e
seja D’ a segunda intersegao do circuncirculo de [ABC| com CD; entédo [ABCD'] é ciclico, logo

C?~D7:ﬁ-3?:@~D—’]3,deondeDED’. O
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Uma vez mais, o caso no caso em que D,C coincidem interpretamos a recta DC como a
tangente por C. Dessa forma, obtemos o seguinte corolério.

Coroldrio 3. Seja [ABC] um tridngulo e P € AB. Entao PC € tangente ao circuncirculo de
[ABC] se e sd se PC’ = PA-PB.

O Converso do Teorema das Cordas é, portanto, um critério para a ciclicidade de um qua-
drilatero e pode ser muito ttil. Por envolver apenas uma igualdade entre comprimentos, torna
possivel usar contas (trigonometria, métrica, etc.) para provar uma ciclicidade. Além disso,
vamos ver que, quando combinado com o eixo radical, vai ter incriveis consequéncias. Mas antes
disso paremos para resolver um problema que apenas usa directamente o Teorema das Cordas
e um pequeno truque a reter.

Problema 1 (G2 ISL 2011). Seja [A1A3A3A4] um quadrildtero nao ciclico. Sejam Oy e 1 o
circuncentro e circunraio de [AyAsAy], respectivamente; analogamente definem-se Oz, 03,04 €
ro,1r3,74. Mostra que

1 1 1 1
02A22 — T%

— +
01 Al — ’I“%

Solugcdo. A primeira coisa em que reparamos é que os denominadores sao poténcias de ponto!
Mais precisamente, se I'; for o circuncirculo de [A;114;42A4;+3] (com indices médulo 4), entao
mz—rf = Pot(A;,T';). Como é que podemos calcular estas poténcias? Nao temos inicialmente
dois pontos em I'y colineares com A1, por isso nao o podemos fazer imediatamente. Mas podemos
criar um ponto que nos permita fazé-lo, por exemplo a segunda intersecgdo de Ay Az com I'y;
chamemos-lhe X.

. . . e
Mas para calcular a poténcia de A; em relacdo a I'y ainda precisamos de conhecer X A;. E
como o podemos fazer? E aqui que entra um truque titil e importante: o facto de [A; A3 A4 X]
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ser ciclico permite-nos, de certa forma, identificar a posicao de X. Seja P a interseccao das
diagonais do quadrilatero. Por poténcia de ponto em I'1, temos ﬁ -XP = zﬁ . m; ou seja,
conseguimos calcular a posicao de X na recta A; A3 em funcgao das distancias de P aos vértices;
seja entdo © = A1 P, y = AyP, 2 = A3P e w = A4 P. Assim, pelo que temos acima, PX = ¥

z 7

e agora calcular a poténcia é simples. De facto, XA; = PA; — PX = o — £* = Z¥2 Ou

—_— —— _ _
seja, Pot(A41,T1) = XA - A34; = (“y”ﬁw Analogamente Pot(A2,Ty) = MM,

Pot(A3,T'3) = W e Pot(A4,Ty) = W E agora ¢ trivial calcular a soma
como

z " w n T " Y
(Zz—yw)(@+2)  (w—z2)(y+w) (22 —yw)(zr+2) (yw—z2)(y+w)
1 1
_ ( S ) = (1-1)=0.
rz—yw \r+z2z T+z Y+w Y+w Tz — Yyw

Exactamente como queriamos! O

2. EiIxo RADICAL

Definicao 2. Dadas duas circunferéncias wi, ws, o eixo radical das duas circunferéncias define-
se como o lugar geométrico dos pontos X com igual poténcia de ponto em relagdo as duas
circunferéncias, isto €,

Pot(X,w1) = Pot(X, ws).

A préxima proposicao vai caracterizar geometricamente o eixo radical, e é ela a base da sua
utilidade.

Proposicao 4 (Eixo radical). Sejam wy e we duas circunferéncias de centros O1 e Oa, respec-
tivamente. Entdo, o eizo radical de wy e wo € uma recta perpendicular a O105. Se wq,ws se
intersectam em X,Y | entao o eixo radical € a recta XY ; caso sejam tangentes, X =Y e o eiro
radical € a tangente comum por X.

@Z 07
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Prova. Comegamos por provar que o eixo radical é uma recta perpendicular a O;05. Con-
siderando Z a variar na recta 0104, é ficil ver que existe um tnico ponto Z nessa recta no
eixo radical. Seja X’ a projecao ortogonal de X em O10,. Entao, pelo Teorema de Pitdgoras,

Pot(X,wy) = 01X2 —r? = OlX’2 + XX - 7?, e uma igualdade andloga para wy. Assim,
Pot(X,w;) = Pot(X,ws) & 01X —OsX! =12 12 =0,2 — 032 & X' = Z.

Como tal, X esta no eixo radical se e s6 se XZ 1 0103, ou seja, o eixo radical é a recta que
passa por Z perpendicular a O105, como pretendido. Além disso, se X,Y sao as intersecgoes
de w,ws, entdo Pot(X,w1) = Pot(X,ws) = 0 = Pot(Y,wq) = Pot(Y,ws), logo X e Y estdao no
eixo radical e, como este é uma recta, a nossa prova termina. O

Esta proposicao diz-nos que o eixo radical é uma recta, e rectas sao objectos totalmente
familiares. Um dos propésitos de identificar determinadas rectas como eixos radicais é que, com
eixos radicais, temos uma colinearidade imediata.

Teorema 5 (Centro Radical). Sejam wi,wq e ws trés circunferéncias com centros ndao colinea-
res. Entdo o eixo radical de w1,ws, o0 eizo radical de wo,ws € o eiro radical de ws,wy concorrem
num ponto. Se 0s centros sao colineares, os trés eixos radicais sao paralelos.

Prova. Se os centros sao colineares, entao os trés eixos radicais sao perpendiculares a recta que
une os centros, logo sao paralelos entre si. Caso contrério, os eixos radicais de wi,ws € wa,ws
nao sao paralelos, logo concorrem num ponto X. Mas, por definicdo, para este ponto X temos
Pot(X,w1) = Pot(X,ws) = Pot(X,ws), logo X também pertence ao eixo radical de wy, w3, como
pretendido. O

O ponto de concorréncia é habitualmente chamado Centro Radical de wq,ws,ws. Vamos agora
passar a um problema relativamente simples para exemplificar como podemos aplicar isto.
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Problema 2. Seja [ABC] um triangulo, H o seu ortocentro, E = BHNAC, F=CHNAB e
A’ o ponto diametralmente oposto a A em relagdo ao circuncirculo de [ABC]; por fim, seja P a
outra interse¢io de A'H com o circuncirculo de [ABC]. Mostra que AP, EF e BC' concorrem.

Solugdo. Observe-se que, como A e A’ sao pontos diametralmente opostos, ZAPH = § =
LAEH = LZAFH, logo [APEHF] é ciclico; seja wy a circunferéncia circunscrita a esse qua-
drildtero. Também [BCEF] e [APC B] séo obviamente ciclicos; sendo ws e ws as circunferéncias
circunscritas a esses quadrilateros, temos agora, pela Proposicao 3, que AF é o eixo radical de
wi,ws3, BF de wy,ws e BC de wo,ws. Como tal, as trés rectas intersectam-se no centro radical

de wq,ws,ws, como pretendido. O

Neste problema essencialmente o que fizemos foi identificar as rectas que queremos provar que
sao concorrentes como eixos radicais de trés circunferéncias, para assim poder aplicar o Centro
Radical. Esta estratégia é comum a varios outros problemas.

O Centro Radical d4-nos uma concorréncia a partir de uma ciclicidade. No entanto, gragas
ao converso do teorema das cordas, também podemos obter uma ciclicidade a partir de uma
concorréncia.

3

Teorema 6. Sejam wy,ws duas circunferéncias e A, B € wy, C,D € wy. Entdo, [ABCD] é
ciclico se e sé se AB e CD concorrem no eizo radical de wi,ws.

Prova. Se [ABCD] é ciclico, a concorréncia vem do Teorema do Centro Radical. Suponhamos
agora que P = AB N CD estéd no eixo radical. Entao, por defini¢do do mesmo,

AP .BP = Pot(P,w;1) = Pot(P,ws) = CP . DP.

E pelo converso do Teorema das Cordas temos o pretendido. g
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Daremos mais uma aplicacao destas ideias. O problema seguinte é das Olimpiadas Iberoa-
mericanas de 99; com o material deste artigo, o problema deve ser absolutamente directo, mas
sem termos a Poténcia de Ponto & nossa disposigao torna-se bastante complicado.

Problema 3. Dadas duas circunferéncias M, N dizemos que M bissecta N se a corda comum
as duas circunferéncias é um didmetro de N .

(1) Mostra que, dadas circunferéncias C1 e Ca, existemn infinitas circunferéncias M que
bissectam Cy e Cs.
(2) Qual é o lugar geométrico do centro das circunferéncias M da alinea anterior?

Solugdo de 1. Resolvemos apenas a primeira alinea; o leitor interessado, apés as proximas
secgoes, poderd resolver facilmente a segunda. Seja [AB] um didmetro de C; e [CD] um didmetro
de C2. Entao, queremos que [ABC D] seja ciclico. Mas para o fazer, pelo teorema 6, basta que
AB N CD esteja no eixo radical das circunferéncias! Assim, a construcao é fcil; consideramos
um ponto P no eixo radical de C; e Cy e definimos A, B como as interse¢oes de PO; com C; (onde
01 é o centro de Cy), e analogamente C, D. Pelo Teorema 6, [ABC D] ¢ ciclico, e é evidente que
a circunferéncia circunscrita a esse quadrilatero bissecta C1 e Cs. O

Vamos agora abordar muito levemente circunferéncias ortogonais e apresentar um resultado
sobre estas que serve basicamente como mais um exemplo. Vamos definir circunferéncias orto-
gonais:

Definicao 3 (Circunferéncias Ortogonais). Duas circunferéncias wy,ws que se intersectam

dizem-se ortogonais se Z01X0s = £01YOs = 3 onde O1 e Oz sio 0s centros de wy,ws

respectivamente e X,Y as intersec¢oes das circunferéncias.
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Existem algumas defini¢oes alternativas para circunferéncias ortogonais. Dizer que Z01 X0y =

Z01Y Oy = 5 é o mesmo que dizer que XO3 e YO sdo tangentes a wi. Além disso, pelo teo-

oz . , . . 2 -
rema de Pitdgoras, a ortogonalidade é também equivalente a O102 = 7% + r3 onde r e ry sdo
os raios de wy e wy. O leitor pode ainda verificar que w; e wo sao ortogonais se e s se uma
inversao em w; envia wy para si prépria.

Proposigao 7. Sejam wi e wy duas circunferéncias. Se w € ortogonal a wy e wa, entdo o centro
de w estd no eixo radical de wi € wa.

Prova. Sejam O1, 02, O os centros de wi,ws € w, respectivamente, e 71,72, 7 0s seus raios. Pela
ortogonalidade, tem-se

Pot(O,wq) = 0012 —r?=y?= 0022 — 13 = Pot(O,ws).

O que demonstra o pretendido pela definicao de eixo radical. O

3. PERPENDICULARIDADES

A definicao de Poténcia de Ponto contém quadrados de distancias, e quadrados de distancias
lembram imediatamente perpendicularidades devido ao teorema de Pitdgoras. Sao, além disso,
muito faceis de trabalhar algebricamente. Nesta secgao vamos ver como nos podemos aproveitar
do que sabemos sobre Poténcia de Ponto para provar perpendicularidades.

Lema 8. Sejam A, B,C, D quarto pontos no plano. Entio AC 1 BD ¢ equivalente a
AB'+CD’ =AD"+ BC".
Prova. Basta observar a seguinte identidade:

(A-B?+(C-D)?—-(A-D)>—(B-C)?=2(A-C)D-B). O

Corolario 9. Sejam w1 e wy duas circunferéncias com centros Oy e Os. Entdo XY 1L 0102
se e s0 se

Pot(X,w1) — Pot(X,ws) = Pot(Y,wq) — Pot(Y, wo).

Este corolario é, de certo modo, uma generalizacao da proposicao 4, pois diz-nos que o lugar
geométrico dos pontos tais que Pot(X,w;) — Pot(X,ws) é constante é uma recta perpendicular
a 0105. Embora o corolario 9 possa parecer totalmente equivalente ao lema 8, a diferenca
reside no simples facto de o corolario 9 nos permitir usar as ferramentas que ja desenvolvemos
relativas a Poténcia de Ponto. Antes de passar a uma aplicagao disto, vamos dar mais um lema
que envolve perpendicularidades e a sua versao com Poténcia de Ponto.

Lema 10 (Carnot). Seja [ABC| um triangulo e X,Y,Z pontos no plano. Entdo as perpendi-
culares a [BC| por X, [AC] por'Y e [AB] por Z concorrem se e sd se

BX' - XC' 40V -YA +AZ° - ZB =0.
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Corolario 11. Sejam wi,ws,ws circunferéncias de centros O1,02 e O3 e X,Y,Z pontos no

plano. Entao as perpendiculares a [O203] por X, [0103] porY e [0102] por Z concorrem se e
50 se

Pot(X,ws) — Pot(X, ws) + Pot(Y,ws3) — Pot(Y,w;) + Pot(Z,wy) — Pot(Z,w2) = 0.

As provas do lema 10 e do corolario 11 sdo uma simples utilizacdo do lema 8, e sdo deixadas
ao leitor. Vamos finalmente ver como isto funciona num problema.

Problema 4. Seja [ABC|] um tridngulo com incentro I e circuncentro O. Sejam X eY pontos
nas semirectas BA e C'A, respectivamente, tais que BX = BC = CY. Mostra que XY 1L OI.

Solucao. Queremos provar a perpendicularidade de uma recta com dois centros de circun-
feréncias conhecidas, o incirculo w e o circuncirculo I'. Parece ser bastante complicado relacionar
directamente os pontos X e Y com O e I. No entanto, podemos usar o Teorema das Cordas
para calcular ai;)oténcias X e Y em relagdo ao circuncirculo e ao incirculo. Observe-se que
AX = BX — BA = a — ¢. Dessa forma, pelo Teorema das Cordas, Pot(X,I') = BX  AX =
ala — ¢). Por outro lado, sendo E o ponto de tangéncia de w com AB, é conhecido que
AE = s —a, onde s = £(a + b+ c). Deste modo, EX = (s—a)+ (a—c¢) = s—¢, e por-
tanto Pot(X,w) = (s — ¢)?. Simplificando, Pot(X,T) — Pot(X,w) = a? + bc — s?; por simetria,
Pot(X,I') — Pot(X,w) = Pot(Y,I') — Pot(Y,w) e terminamos pelo corolario 8. O
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4. LINEARIDADE

Nesta seccao chegamos finalmente a parte interessante e razoavelmente nova. O coroldrio 9
mostra-nos como a fungio Pot(X,w;) — Pot(X,ws) parece ter algum interesse. Nesta secgio
vamos estuda-la um pouco melhor e ver como nos podemos aproveitar das suas propriedades
‘algébricas’. Para entender isto, vamos a uma definigao:

Definigdo 4 (Funcio Linear). Dizemos que uma fungio f : R? — R € linear se, para todo o
ANER ez, y€R2 temos fAz + (1 — N)y) = Af(z) + (1 = \) f(y).

Isto é o mesmo que dizer que se conhecermos f nos pontos X e Y, podemos estender a fungao
linearmente a toda a recta XY. Sendo v € R% ¢ € R, a fungdao f(z) = v -z + ¢ é linear (em
que v - x é o produto escalar); de facto, estas sdo as Unicas fungdes lineares, como néo é dificil
demonstrar. Uma func¢éo linear pode ser definida totalmente apenas por 3 pontos. Para o fazer,
precisamos de coordenadas baricéntricas.

Defini¢ao 5 (Coordenadas Baricéntricas). Sejam A, B, C trés pontos nao colineares. Entao as
coordenadas baricéntricas de X sao o dnico terno de reais (o, 8,7) tal que X = A+ B +~C
ea+pf+y=1.

Uma vez que a+ S+ = 1, a expressao aA+ 5§+'yc_" nao depende do referencial e, portanto,
faz sentido. Se f é uma fungao linear, entao f(X) = af(A) +Sf(B)+~f(C) onde («, 8,7) sao
as coordenadas baricéntricas de X. Mas afinal a que propdsito vém estas fungoes lineares?

Proposicao 12 (Linearidade). Sejam wi,...,w, circunferéncias e A1,..., A\, reais tais que
A+ ...+ Xy =0. Entao a fungdo

F(X) =" XPot(X,w;)
j=1
é linear. Em particular, para n =2, a fun¢ao f(X) = Pot(X,w;) — Pot(X,ws) € linear.

Prova. Sejam Oj e r; os centro e raio de w;, respectivamente. Entao

n . . . n n n o9
FX) =Y N0, =X =r] = X2 | DN | —2X | D_NO; | + [ DoN(0; —15)
j=1 j=1 j=1 Jj=1
— 22X [ SN0 |+ [ N6 =) O
j=1 j=1

Em geral, como podemos ver pela expansao, quando A\; + ...+ A, = S nao é 0, a fungao
f(X) vai ser a poténcia de ponto de uma certa circunferéncia com centro em %22:1 Ajdj, e
f(X) = 0 vai ser a equagao dessa circunferéncia. Quando S = 0, a circunferéncia degenera para
uma recta.

Até agora, aquilo que temos néo parece mais do que uma curiosidade algébrica. Mas afinal
como podemos aplicar isto a problemas de geometria? Vamos de seguida ver uma aplicagao
desta ideia resolvendo o G7 de 2004, problema no qual este método se mostra muito eficiente.
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Problema 5 (G7 2004). Dado um triangulo [ABC], seja X wm ponto varidvel na recta BC
tal que C estd entre B e X e os incirculos de [ABX] e [ACX] se intersectam em dois pontos
distintos P e Q. Mostra que a recta PQ passa por um ponto independente de X .

Prova. Comegamos com alguma notacao. Dado X, definimos w; e ws como os incirculos de
[AXC] e [AX B], respectivamente, e consideramos a funcao fx(T) = Pot(T,w1) — Pot(T, w2);
para cada X, esta fungdo é linear. Ora nds queremos encontrar um ponto 7' que estd no eixo
radical de wy,wq para todo o X, isto é, um ponto P tal que fx(T) = 0 para todo o X.

Pela linearidade de fx, se soubermos fx(A), fx(B) e fx(C), podemos definir a funcao e,
desse modo, escolher T pelas suas coordenadas baricéntricas de forma apropriada; vamos calcular
fx(A). Sejat = AX —CX, D = AXNw; e E = AX Nwy. Entdo é conhecido que DA =
1(AX+AC-XC)=3i(t+b)e EA=L(AX + AB— BX) = L(t + ¢ — a). Daqui,

fx(A) =DA° —FA = i(b—c—l—a)(?t—l—b—i—c—a) = Mat+ Ny
para constantes M 4, N4 apropriadas. De facto, podemos mostrar de forma andloga que também
fx(B)=Mpt+ Np e fx(C) = Mct+ N¢ para certas constantes Mg, Mo, Ng e No. Conside-
remos agora «, 3, tais que aMg + BMp +vMc = aNs+ BNg+y7Ne=0ea+p+v=1 (é
facil ver que existem). Entao, para o ponto 7' com coordenadas baricéntricas («, 8,7), que nao
dependem de X, tem-se fx(T) = afx(A) + Sfx(B) +vfx(C) =0, como pretendido. O

Este problema é bastante dificil de abordar sinteticamente (néo fosse um G7), mas conse-
guimos resolvé-lo quase sem chegar mesmo a fazer contas. Se calcularmos explicitamente todas
as constantes M e N e resolvermos o sistema, podemos ver que o ponto T tem coordenadas
baricéntricas ﬁ(Qa, a—b—c,a+ b+ c), mas isso ndo é necessdrio para a solugdo. Vamos ver
agora quando é que f, como definida em 12, é, além de linear, constante.
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Proposigao 13. Sejam ws,...,w, circunferéncias de centros O1,...,0, e A1, ..., \, Teais com
soma 0, e f(X) = Z;;l AjPot(X,w;). Entao f(X) € constante se e sd se Z?Zl 2;0; =0. Em
particular, para n = 3, existem tais reais se e s6 se 01,04, 03 sao colineares.

Prova. Considere-se a expansao na  prova da proposu;ao 12, e o enunciado é evidente. Para o caso
n = 3, como a soma dos A é 0, A 01 + )\202 + )\103 0 é equivalente a )\10103 + )\20203 =0,
de onde a afirmacao é dbvia. O

Neste momento estamos em condigoes para mostrar uma nova solugao do problema 1. Esta
tem um aspecto algébrico e muito elegante!

Solugdo do Problema 1. Novamente definimos T'; como o circuncirculo de [A; 11 A;12A4;4+3] e no-
tamos que os denominadores sdo simplesmente Pot(A;,I';). Para resolver o problema, gos-
tarfamos de arranjar algum tipo de relagdo entre as fungdes Pot(X,T';). Mas a proposicao 13
val permitir-nos obter uma dependéncia dependéncia linear entre estas poténcias! Considere-
mos reais A1, Az, A3, Ay # 0 tais que Z?Zl ANi=0c¢e 2?21 Aidi = 0; tais reais existem pois sao
simplesmente a solugao de um sistema de trés equagoes lineares e homogéneas com 4 varidveis
(e um sistema nessas condigdes tem uma solugdo nao trivial). Entdo, pela proposi¢iao 13, a
fungao f(X) = Z?Zl Pot(X,T;) é constante, ou seja, f(X) = A para todo o X (A # 0, j& que
[A1A2A3A4] nao é CfChCO).

Agora avaliamos f(X) em A;. Como A; € I'; para i # j, Pot(A4;,I';) = 0. Assim, A =
f(4;) = \iPot(A;,T;). Dessa forma,

ZPotAF ZA (gA”>:0

E aqui simplesmente usamos que a soma dos )\Z é zero, resolvendo mais uma vez o problema. [

Na prépria Shortlist de 2011 é apresentada uma solucao alternativa algébrica que utiliza
analitica e que, de certa forma, é andloga a esta (pois essencialmente utiliza que a equagao de
uma circunferéncia é algo da forma x2 +y2+¢(z,y) = 0 onde £ é linear). No entanto, esperamos
que, com tudo o que ja vimos até aqui, a solucao apresentada parega um pouco menos caida
do céu. Nao é dificil generalizar o problema para dimensoes superiores. Vamos agora utilizar a
ultima proposigao para dar um critério simples para a coaxalidade de circunferencias.

Proposigao 14. Trés circunferéncias wi,ws e ws partilham o mesmo eizo radical se e so se
existem reais A1, A2, A3 com soma igual a 0 tais que

)\1PO'E()(7 wl) + )\QPO'E(X, LUQ) + /\3P0t(X, OJ3) =0
para todo o X.

Prova. Se existem tais reais, considerando X no eixo radical de wi,ws temos Pot(X,wq) =
Pot(X,ws), e portanto também Pot(X,w3) = Pot(X,w;) = Pot(X,ws), logo os eixos radicais
de wy,ws € wy,ws € wo,ws coincidem. Por outro lado, se as circunferéncias partilham o mesmo
eixo entao os seus centros sao colineares, e pela proposicao 13 existem reais com soma 0 tais que
F(X) = MPot(X,w1) + AaPot(X,wq) + A3Pot(X,ws) é constante; mas para X no eixo radical
comum temos obviamente f(X) =0, logo f é identicamente nula. g

Apos isto, estamos prontos para resolver o G8 de 2012, um dos principais problemas que
motivou a escrita deste artigo (em particular, esta secgéo) € que, como vamos ver, usara muitas
das ideias aqui presentes.
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Problema 6 (G8 ISL 2012). Seja [ABC] um tridngulo com circuncirculo w e uma recta que
nao intersecta £. Denotamos por P a projecdo ortogonal do centro de w em €. As rectas BC,
CA e AB intersectam ¢ nos pontos X,Y,Z diferentes de O. Mostra que os circuncirculos de
[AXP],[BY P] e [CZP] tém um ponto comum diferente de P ou sao mutuamente tangentes em
P.

Solugao. Definimos wy,ws € wg como os circuncirculos de [AX P], [BY P] e [CZP] respectiva-
mente. Como as trés circunferéncias ja se intersectam em P, o enunciado pede simplesmente
para provar que wi,ws,ws sao coaxiais! Ou seja, queremos mostrar que existem reais A, Az, Az
com soma 0 tais que f(W) = A\ Pot(W,w1) + AaPot(W, wa) + AsPot(W, w3) = 0 para todo o W.
Vamos procurar reais \; que satisfagam isto; para escolher estes reais, vamos olhar para pontos
em que as suas poténcias sao faceis de cadcular7 e 0s pontos na recta ¢ parecem ideais. Se W € ¢,

Pot(W,w;) = PW - XW. Assim, f(X) = . ()qXW+ MY W + AgZW), e queremos que
o que esta dentro dos parenteses seJa 0; uma vez que a soma dos \; deve ser 0, o interior do
paréntese é simplesmente )\1X +)\2Y+)\3Z Como X, Y, Z sao colineares, é facil ver que existem

A1, A2, A3 de soma 0 tais que isso é 0; de agora em diante estes serao os A; que utilizaremos e
vamos provar que, para esses, f(X) é nula.

A defini¢do anterior da automaticamente que f desvanesce ¢, mas para garantir que f é
idénticamente nula precisamos de mostrar que desvanesce em trés pontos nao colineares (pois
sabemos pela proposigao 12 que f é linear). Olhando para o desenho, temos duas opgdes: os
vértices A, B, C ou o circuncentro O (em conjunto com os pontos da recta £). A segunda opgao,
apesar de ser mais simétrica, parece ma ideia pois calcular as poténcias de O nao aparenta ser
agradavel; ja a primeira parece exequivel utilizando o truque na solugao original do Problema 1.
Vamos entéo calcular as poténcias de C' em relagdo a wy e wq para provar que f(C) = 0 (note-se
que Pot(C,w3) = 0 trivialmente).
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Calculamos Pot(C, w1 ), e para isso seja T a segunda intersecgdo de AC' com wq. Pelo Teorema
= == =2 — .y .
das cordas em w1, /W -TY = XY - PY,ouseja, TY = %&; desse modo, ﬁ =TY — C’*Yk =

- -
%ﬂ. Podemos ja calcular a poténcia; para reduzir o nimero de comprimentos com

que estamos a trabalhar, vamos utilizar que )7? = P.Y> — 17)? , obtendo

AC- (XY PY - AV -CY
POtCWl Rﬁi ( p— )

Y

s

AY

N

Analogamente temos que

Por(C.) = 25 - (PX° ~ B -G - 77 - ).

Ainda temos expressoes demasiado grandes e que envolvem demasiada coisa, pelo que parece
m4 ideia provar j& que f(C') = 0 com o que temos. Além disso, ainda nao utilizdmos a condigao
de OP 1 /; mas esta condicao nao parece nada desagraddvel com as ideias da seccao 3, que
mostram como aproveitar a definicdo de poténcia de ponto com quadrados para a relacionar com

perpendicularidades. E de facto temos, por Pitdgoras, que OX P _PX =0P =0V - W{
ou seja,

PX’ - PY’ =0X’ -~ OY" = Pot(X,w) — Pot(Y,w) = BX - CX — AY - CY.
Mas isso diz precisamente que o que esta entre parenteses nas duas expressoes para Pot(C,w1)
e Pot(C, wy) éigual, ou seja, PY’-AY.CY -PX-PY = PX'—BX-CX - PY -PX! Desse modo,
para que f(C) = A\ Pot(C,w;) + A2Pot(C,ws) = 0, basta que MESs AC +)\2% = 0. Pela defini¢ao
dos A;, notando que A3 = —A; — A9, sabemos que 0 = )\1X + )\QY + X372 = )\17 + )\Qﬁ
e portanto % = i—f E assim estamos a uma simples utilizacao do Teorema de Menelaus de
terminar o problema, concretamente no tridngulo [XCY] e transversal BAZ, que nos dd

X7 vA op ¢
T ZV AC BX A

TAY
E isso é equivalente ao que querfamos, provando que de facto f(C) = 0. De forma andloga
f(A) = f(B) =0, e portanto f =0, o que termina o problema pela proposigao 14. O

Esta solugdo deve convencer o leitor do poder deste método. Apesar do aspecto, a solugao
nao envolveu realmente grandes contas; de facto, ao escrever a condigao OP 1 ¢ cortaram todos
os segmentos desagraddveis de trabalhar. Além disso, todas as partes da solucao foram bastante
naturais, como esperamos que o leitor tenha entendido.

A linearidade, nao sendo naturalmente utilizdvel em todos os problemas, parece ser uma muito
util ferramenta. Vimos que esta pode ser usada como forma de fazer baricéntricas evitando
as piores contas (como no problema 5), em conjunto com algumas contas com segmentos para
calcular poténcias (problema 6) ou para produzir solugoes simples, elegantes e sem contas (como
a apresentada ao problema 1). Na sec¢@o seguinte podem ser encontrados mais alguns problemas
que utilizem estas ideias.
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5. PROBLEMAS

Neste seccao encontra-se uma colectanea de problemas que tém uma possivel solugao com
Poténcia de Ponto e com aquilo que foi apresentado no artigo. A maior parte (todos?) tem
solugoes alternativas, e para alguns a solucao ’standart’ nem sequer utiliza Poténcia de Ponto,
mas encorajamos o leitor a procurar uma que use. A ordem dos problemas tenta seguir vaga-
mente a ordem do artigo.

Problema 7 (Teste Delfos 2013). Sejam A, B e C trés pontos de uma circunferéncia de centro
O tais que LZACB € obtuso. A corda [AB] corta a circunferéncia de didgmetro [OC| nos pontos
D e E. Sabendo que AD =3 e BD = 4, determina CD.

Problema 8 (2 EMC 2012). Seja [ABC] um tridngulo acutingulo com ortocentro H. As rectas
AH e CH intersectam BC e AB em A; e C, respectivamente. Seja D a intersec¢ao de BH
e A1Cy, D’ a reflexdo de D em AC e P o ponto médio de [BH|. Mostra que o quadrildtero
[APCD'] € ciclico.

Problema 9 (1 USAMO 2009 ). Dadas cuas circunferéncias wy € we que se intersectam em X
e Y, seja {1 uma recta pelo centro de wy que intersecta wo em P e Q e seja {5 uma recta que
passa pelo centro de wo e que intersecta wy em R e S. Mostra que se [PQRS] é ciclico, entao
o centro da sua circunferéncia circunscrita estd em XY

Problema 10 (2 OTAM 2003). Sejam C e D dois pontos num semicirculo de diagmetro [AB]
tais que B e C estdo em lados distintos da recta AD. Sejam M, N, P os pontos médios de
[AC], [BD] e [CD], respectivamente. Sejam O4 e Op os circuncentros dos tridngulos [ACP] e
[BDP]. Mostra que OaOp e MN sdo rectas paralelas.

Problema 11 (4 IMO 2013). Seja [ABC] um triangulo acutingulo com com ortocentro H,
e seja W um ponto no segmento [BC|. Os pontos M e N sdo os pés das alturas de B e C,
respectivamente. Seja wy o circuncirculo de BWN, e X o ponto em wy tal que [WX] € um
diametro de wy. Analogamente, seja wo o circuncirculo de [CWM] eY o ponto tal que [WY] €
um diametro de wo. Mostra que X,Y e H sao colineares.

Problema 12 (4 EMC 2013). Dado um triingulo [ABC], sejam D,E e F as proje¢oes or-
togonais de A, B e C nos lados opostos, respectivamente. Sejam X,Y,Z os pontos médios de
[AD],[BE] e [CF], respectivamente. Mostra que as perpendiculares a YZ por D, a XZ por E
e a XY por F sao concorrentes.

Problema 13 (G6 ISL 2012). Seja [ABC)] tridngulo com circuncentro O e incentro I. Os pontos
D,E e F estdo nos lados BC, CA e AB, respectivamente, e sio tais que BD + BF = CA e
CD + CFE = AB. Os circuncirculos dos triangulos [BF D) e [C DE] intersectam-se em P # D.
Mostra que OP = OI.

Problema 14. Seja [ABC| um tridngulo, wx a circunferéncia de Apoldnio de relativa a X
para X € {A,B,C} e Ox o centro de wx.

(1) Mostra que wa,wp e we tém um eizo radical comum.
(2) Calcula, em funcao dos lados do tridngulo
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(8) Mostra que o circuncentro de [ABC| pertence ao eizo radical comum das trés circunfréncias.

Nota: A prova 'habitual’ destes factos néo utiliza poténcia de ponto (excepto talvez de (3)),
mas, apesar de ser simples, parece ser um bom exemplo.

Problema 15. Seja [ABCD] um quadrildtero, P a interse¢ao das suas diagonais e O1,Os
os circuncentros de [APD] e [CPB], respectivamente. Sejam M, N e O os pontos médios de
[AC],[BD] e [0103], respectivamente. Mostra que O € o circuncentro de [M PN].

Problema 16 (1 USAMO 2013). Num tridggulo [ABC], temos pontos P,Q, R nos lados BC,CA, AB,

respectivamente. Seja wa o circuncirculo de [AQR] e wp, we definidos analogamente. Sejam

X,Y, Z as intersecoes de AP com wa,wp,wc, respectivamente. Prova que % = %,
Problema 17 (7 TST USA 2008). Seja [ABC] um tridngulo com baricentro G. Seja P um
ponto varidvel no segmento [BC]; constroem-se pontos Q, R em AC, AB, respectivamente, tais
que PQ||AB e PRI||AC. Mostra que o circuncirculo de [AQR)] passa por um ponto fixzo X tal
que ZBAG = LCAX.

Problema 18 (6 Zhautykov 2011). As diagonais de um quadrildtero ciclico [ABC D] intersectam-
se num ponto K. Sejam M e N os pontos médios das diagonais AC, BD, respectivamente. Os
circuncirculos de [ADM] e [BCM] intersectam-se em M e L. Mostra que [K LM N] é ciclico.



