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Nombre de la forme 4k + 3

n (mod 4) ‘0 1 2 3

n2(mod4)‘0 1 4=0 9=1

Il'y a trois possibilités pour x? + y? :
e x>=y?2=0 (mod 4) = x>+ y?> =0 (mod 4)
e x>=y?2=1 (mod 4) = x?> + y?> =2 (mod 4)
e x>=0 (mod 4),y> =1 (mod 4) = x> + y> =1 (mod 4)
Par conséquent, un nombre de la forme 4k + 3 ne peut pas
étre représenté par la somme de deux carrés.
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Nombre pouvant étre représenté par la somme de deux

carrés
Lemme
Soit N = x? + y?.
Soit p7*py* - - pir la décomposition en facteurs premiers de N.
Alors,

Vpi=3 (mod4), a; =0 (mod 2)
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Nombre pouvant étre représenté par la somme de deux
carrés

Démonstration.
Soit N un nombre naturel. Soit g un facteur de N de la forme

4k + 3. Alors,
x2+y*=0 (mod N) = x*=—y?> (mod q)

—1 est un non-residu quadratique de g, donc la seule solution a
cette équivalence est x =y =0 (mod q).

glxetqly=q¢|x*+y°

Donc, N = g®Nj. Par répétition de cet argument, on trouve que la
puissance de g qui divise N doit étre pair. []
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Représentation d'un premier de la forme 4k 4 1 par deux
carrés

Théoreme

Tout nombre premier p de la forme 4k + 1 peut étre représenté par
la somme de deux carrés.
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Lemme
Un multiple d'un premier p peut étre représenté sous la forme
7?4+ 1, cad. I'équation

Z24+1=0 (mod p)

est soluble.

Démonstration.
Soit p =4k + 1.
z2=-1 (mod p)

Or, d'apres le critere d'Euler,

LY L \B@kH1-1) g2k
(p> (1) (C1P =1

Donc, —1 est un résidu quadratique modulo p donc I'équation est

soluble.

U
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Lemme
p = 4k + 1 peut étre représenté par la somme de deux carrés

Démonstration.
Soit p = 4k + 1. Par le lemme précédent, il existe un m tel que
mp = z> + 1. SPGD, supposons que —p < z < 1p. Alors,
m=—(z2+1)<—(=p"+1)<p
F 1< SGR D)

mp = x? + y? est soluble pour m < p.



Représentation d'un nombre par une somme de deux carrés Représentation d'un nombre par une somme de quatre carrés

0000000

Démonstration (Cont.)

mp = x? + y? est soluble pour m < p.

Soit —%m< u v < %m telque u=x (mod m)etv=y
(mod m). Alors,

P+ vP=x2+y>=0 (mod m)

— Ir,mr = u® +v?

Il
o

r ne peut pas étre nul car cela impliquerait que x = y
(mod m), ce qui contredit mp = x? + y2.
1

1 2 2 11 2 2
<
r (U +V) (m+ m)<m
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Démonstration (Cont.)

On a donc :
mp:x2+y2
mr:u2+v2

De plus, I'identité ci-dessous nous dit que le produit de deux
sommes de deux carrés peut étre représenté comme une somme de
deux carrés :

(8 + b*)(c® + d?) = (ac + bd)? + (ad — bc)?
Par conséquent,

m’rp = mp - mr
= (x> +y)(® +v?)
= (xu+ yv)? + (xv — yu)?
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Démonstration (Cont.)
m?rp = (xu + yv)? + (xv — yu)?

Or, u=x,v=y (mod m),

xu+yw=x2+y>=0 (mod m)

0
xv—yu=xy—yx=0 (mod m)
Par conséquent, en divisant |'équation par m?, on obtient :

mp=X2+Y?
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Démonstration (Cont.)

m=X2+Y?

Nous avons donc prouver qu'il existe un r < m, pour tout m
satisfaisant |'équation de base, tel que rp peut étre représenté par
la somme de deux carrés.

Par conséquent, il existe un r = 1 et donc, p peut étre représenté
par la somme de deux carrés. La représentation de p par une
somme de deux carrés est unique. []
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Représentation d'un nombre par deux carrés

e Tout nombre premier de la forme 4k + 1 peut étre représenté
par la somme de deux carrés.

e Toute puissance paire d'un nombre premier de la forme 4k + 3
peut étre représenté par la somme de deux carrés :
(4k +3)% = (4k +3)% +0?

e 2 peut étre représenté comme la somme de deux carrés :
2=12+1?

Conséquence : un nombre N = p{"* - p® peut &tre représenté
comme la somme de deux carrés si pour tout p; =3 (mod 4),
a; =0 (mod 2).
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Exemple (Représentation du nombre premier 277)

Z2+1=0 (mod 277) m?rp = 13%.2. 277
602 + 1 = 3601 = 277 - 13 = (P +yA) (W +v?)
= (60% +12)((-5)% + 1?)
= (xu+ yv)? + (xv — yu)?
= (—299)? + 652

mp = x* + y*
13- 277 = 60% 4 12
60% + 12 = (—5)> + 1% (mod 13)

On obtient alors,
mr = u? + v2

_ (_92)\2 2
13.2=25+4+1=(-5)2+12 2277 =(-23)" +5
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On refait la méme chose (m = 2) :

(=232 +52=124+12 (mod 2)

2.1=1%2+1?
22.1.277 = (—18)? + (—28)?
277 = 92 + 14°

Par conséquent,
277 = 9% + 14?
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Représentation d'un premier de la forme 4k + 3 par quatre
carrés

Théoreme

Tout nombre premier p de la forme 4k + 3 peut étre représenté par
la somme de quatre carrés.
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Lemme
Un multiple d'un premier p peut étre représenté sous la forme
x? 4+ y?2 +1, c'est & dire que I'équation

x2+y?24+1=0 (mod p)
est soluble.

Démonstration.
Soit p = 4k + 3.

x2+1=—-y> (mod p)

Cette équation est soluble car —y? est toujours un non-résidu
quadratique. x2 étant un résidu quadratique, pour trouver une
solution, il suffit de trouver un résidu quadratique Y et un
non-résidu quadratique X tel que X +1 = Y, ce qui est le cas pour
les premiers de la forme 4k + 3. O
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Lemme
p peut étre représenté par la somme quatre carrés

Démonstration.
Soit p = 4k + 3 Par le lemme précédent, il existe un m tel que
mp = x>+ y?> 4+ 1. SPDG, supposons que —%p <X,y < %p. Alors,

1,, 1,1, 1,
- = 1) < =(= - 1) <
m p(X+y+) p(4p+4p+) p

mp = x? + y? + z? est soluble pour m < p. Donc
mp = x% 4+ y? + z2 + w? est également soluble en mettant w = 0.
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Démonstration (Cont.)

mp = x>+ y? + 2% + w? est soluble pour m < p.

Soit —%m <a,b,c,d< %m tel que a=x (mod m), b=y
(mod m), c =z (mod m) et d = w (mod m). Alors,

P+ +P+d?=x2+y*+22+w? =0 (mod m)

— Jr,mr =a>+ b>+ * + d°
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Démonstration (Cont.)
r ne peut pas étre nul car cela impliqueraitque x=y=z=w =0
(mod m), ce qui contredit mp = x? + y? + 22 + w?.

r = m seulement si a, b,c,d = 7 (mod m) et donc

X, Y Z, W= ’"TQ (mod m) et mp =0 (mod m?).

Donc m divise p, ce qui est impossible et r < m.
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Démonstration (Cont.)

On a donc :

mp = X2+ y? + 2% + w?
mr=a’+ b?> + % + d?

De plus, nous connaissons l'identité d'Euler qui permet d'écrire un
produit de deux sommes de quatre carrés sous la forme d'une
somme de quatre carré :

(P +y? + 22+ w?) (2 + b2+ 2 + d?)
= (ax + by + cz + dw)? + (ay — bx — cw + dz)?
+(az 4+ bw — cx — dy)? + (aw — bz + cy — dx)?



Représentation d'un nombre par une somme de deux carrés

Représentation d'un nombre par une somme de quatre carrés
000 000000@000
0000000 00000
o
00

Démonstration (Cont.)
Par conséquent,
m?rp = mp - mr
— (P4 2+ 2+ W) (@ 4 B+ P+ )
= (ax + by + cz + dw)? + (ay — bx — cw + dz)?
+(az 4+ bw — cx — dy)? + (aw — bz + cy — dx)?
=X2+ Y2+ 22+ W?
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Démonstration (Cont.)

m’rp = X% + Y2 + 7% + W?

Or,a=x (mod m), b=y (mod m), c=z (mod m)etd=w
(mod m).
Donc X,Y,Z,W =0 (mod m)

Par conséquent, en divisant I'équation par m?

, on obtient :

m=X2+Y%2+2%24+ W?
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Démonstration (Cont.)

=X+ Y%+ 2%+ W?

Nous avons donc prouver qu'il existe un r < m, pour tout m
satisfaisant |'équation de base, tel que rp peut étre représenté par
la somme de quatre carrés.

Par conséquent, il existe un r = 1 et donc, tout p peut étre
représenté par la somme de quatre carrés.

O
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Représentation d'un nombre par une somme de deux carrés

Démonstration (Cont.)

Grace a l'identité d'Euler, on sait que le produit de deux sommes
de quatre carrés est aussi une somme de quatre carrés.

Donc tout nombre entier peut étre écrit comme une somme de
quatre carrés.
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Exemple (Représentation de 103 avec une somme de quatre
carrés)

Tout d'abord, il faut trouver deux nombres x et y tels que
x>+ y*>4+1=0 (mod 103)

On trouve x =10,y = 38.
On a donc 10% 4382 + 1 = 15- 103
On regarde I'équation modulo 15 :

(=74 (-5)?+12+02=15-5
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Exemple

On utilise I'identité d'Euler avec les quadruplets (38;10;1;0) et
(-5;-7:;1;0) :

[38% +10% 4 12 4+ 0%][(~7)% + (=5)* + 1° + 0?]
— (38:(—7)+10-(—5)+1-140-0)2+(38-(—5)—10-(—~7)—1-0+0-1)?
+(38:14+10-0—1-(—7)—0-(—5))*+(38-0—-10-1+1-(~5)—0-(—7))?
(—315)% + (—120)? + 45 + (—15)?
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Exemple
Chacun des 4 carrés est divisible par m?, donc par 152 :

103-5=212+8>+3%+1°
On regarde I'équation modulo 5 et on obtient :
5.2=1%4(-2)? 4 (-2)> + 12
En appliquant I'identité de Euler, on obtient :
103-5%.2 = 02 4 (—55)? + (—35)? + 302

1032 = 0% 4+ 11% 4+ 7% + 62
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Exemple

En appliquant une derniére fois cette méthode, on trouve que 103
s'écrit sous la forme de 4 carrés de cette maniere :

103=9%+324+3242
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